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Hoofdstuk 1. REKENKUNDE

1. Een natuurlijk getal bouwen wij in gedachten op uit ecnheden.
Het wordt eerst dan als gedefinieerd beschouwd, wanneer die op-
bouw, afgezien van practische moeilijkhcden, inderdaad mogelijk
is, ,

"a is het grootste getal met de eigenschap, dat a en a-2 beice
priemgetallen zijn, of, indicn een zodanig grootste getal niet
bestaat, is a = 2", is dus niet de definitie van een natuurlijk
getal.

2. De theorie van het rekenen met natuurlijke getallen, gehele ge-
tallen en meetbare getallen geeft geen moeilijkheden,

3. De definitie van Dedekind voor een reéel geﬁalkx eist herziening,
omdat toegelaten moet worden, dat voor een beosaald meetbaar getal
m niet bekend is, of m =X, m<x , dan wel m>X .

4, De volgende theorie van het reéle getal loopt parallel met die
ven Cantor. i | |

Onder een interval a wordt hier verstaan een interval met ratio-
nale eindpunten (a1,a )3 a,¢ a,. De intervallen a en b liggen buié
ten elkaar, als het ZlJ a,< by, hetzij b,< a3 anders raken 213
elkaar.

Het gominterval a + b is (a + b ,a, + b, ).

Is van de vier producten a, b, a .y 8,0, , 8,0, het ¥leinste cq,“
het grootste ¢,, dan is ¢ = (q,ci) het productinterval a x b .
Het tegengestelde interval van a is -a = (- aﬁ,na . Ligt O bulten
a, dan is het inverse interval van a a e (a2 ,a1“1). :

 Stclling 1. ZlJn P en q meetbarc gotallen, waarvan p tot het inter—

~ val a en g tot het interval b behoort, dan behoort pP+q tet het 1nmor§
val at+b en pxg tot het interval axb.

Stellmng 2. Behoort het mectbare vetal P tot het interval a, dan
~beh00rt -p tot -a. Behoort bovendlen 0 niet tot a, dan bchoort p

tot & | o UALEN e
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5. Door op cnige gegeven intervallen a,b,c,.. een eindig aantal
malen de vier bewerkingen uit no 4 toe tc passen, ontstaat een
rationale functie f{a,b,c,..). a
Stelling 3. 2ij f(a,b,c,..) een rationale functie van de interval-
len a,b,c,... Kiest men in elk van deze intervallcen een meetbaar
getal: p in &, g in b, r in ¢,..., dan ligt het gctal f(p,q,7,..)
in het interval f(a,b,c,..), mits dit laatste bestaat.
Stelling 4. Laat £(X,,0..Xmy Yqs¢-+,¥q) Con rationale functie
gijn, zodat T(P,,veeyPyy Fise-rs¥n) = O, waarin p,.. B, gegeven
meetbare gatallen zijn en y, ...y, willekeurige mcctbare getallen,
waarvoor f bestaat. Laat verder a,...a, intervallen zijn, zodat
» in a; ligt (i = 1,...,m) en b, ...h, willekeurige intervallen.
Dan zal het interval £ (2y,...,8n, b, ,...,by) het getal O bevatten
(mits het bestaat).
6. Een intervalrij {«n} = {( um,mm}} = heet inkrimpend, als
¥ney €en decl is van an Voor icdere n.
De inkrimpende intervalrij « hecet convergent, als men bij icder
natuurlijk getal k ecn natuurlijk getal n kan vinden, zodat

Oy - %y < 2~x,

Een convergenteinkrimpende interval heet ecn re€el getal,

7. De re8le getallen x en@ zijn gelijk (x=8), als o, en g, elkaar
raken voor icdere n,

Stelling 5. Dec betrekking = tussen re€le getallen is reflexief,
symmetrisch en transitief,

Stelling 6. Vanncer twec reéle getallen niet ongelijk kunnen zijn,
dan zijn zij gelijk.

Opmerking. Deze stelling spreckt niet vanzelf. Als ecn bewering on-
mogclijk onjuist kan zijn, is zij daarom nog niet juist. Men kan ge-
makkelijk een redel gotal definiBren, dat onmogelijk irrationasl kan
zijn, zonder dat het rationaal (&.w.z. gelijk aan een.bepaald meet-
baar getal) is,

8. De re8le getallen « en g zijn van elkaar verwijderd, w«sp ,

als «; enB; voor zekere i1 buitcn clkaar liggoen.

Stelling 7., Uit a#p3 , volgt xz 8.

Het omgeckeerde mogen wij niet beweren.

Stelling 8, Kan & niet van g verwijderd zijn, dan geldto =8.

Stelling 9. Is a#pB8 , den geldt voor ieder refel getal ¥ hetzij
| Agx , hetzij A4 ¥ . | |
 Stelling 10. Uit o#8 , B =¥ volgt X#¥.
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9. 2ijn « en g rcéle gutallen, dan is w + 8 = {0(,,-&-;3”} ,
*x A {m-,, x/a-n}
Is o ccn relel getal, dan is — « = {-oc.n
Is o ven reéel getal en ligt O b‘l.ll‘b(.n «®;, maar nict buiten uk
(k = 1,...,i-1), dan is {/a‘n} y waarbij By = «7,
veor n2 i, B,= o('g voor n < i.
Stelling 1l. @ +8 , wxB , =% en & als hierboven bepaald <ijn
weer re€le getallen.

10. De reéle getallen {( T, r)}( r meetbaar) vormen een getallen-
stelsel, dat met dat der meetbare getallen isomorf is. In deze zin
vormt het stelsel der reéle getallen een uitbreiding van dat der
meetbare getallen.,
11, Stelling 12. Is f (x,y,%z,...) een ratiomle functie en zijn

Xy B ydseeey, X'y 8 X'y.e.s Te€le getallen, zodat @ = ' , & =4,
¥ =¥ .., danis £ (&,B,%,00e)= T (o y 8, 8 yues)s
Dit volgt gemakkelijk uit stelling 3.
Stelling 13. Leat fL£( X, yeeuy Xy ¥, se-23¥q ) €en rationale functie
zijn, zodat f(p1 1o+ e 3Pma¥y 3o« s¥y )= O, waarin Pysss- 3Dy SegoVen meet-—
bare getallen zijn en Yy 2e e e¥y. villekeurige meetbare getallen, waar-
voor f bestaat. Dan is 00k £(Dp,yeee yPyys Gyse0+y §y)= 0, waarin
P,y+++,D, de gegeven meetbare getallen zijn, nu als reéle getallen
beschouwd (§10) en g,,..., ¢, willekeurige reéle getallen.
Kort gezegd: Iedere identiteit, die voor meetbare getallen geldt,
geldt ook voor reéle getallen. Hieruit volgen de gewore rekenregels
voor reéle getallen. /

Wij vullen ze aan met de volgende eigenschappent

Stelling 14. Uit X#R volgt « + ¥ # A+,
Stelling 15. Uit XA en ¥# 0 volgt x¥# 8%.
Stelling 16. Als x#0 bestaat o« ' ; dan is oo = 1.

12, Men mag niet beweren: als «8 = 0 is of = 0, of # = 0. Het kan
namelijk voorkomen, dat men niet weet, welke van de beide factoren 0
is. Wel gelden de volgende eigenschappens
Stelling 17 I. Uit o #0 en AB#0 volgt B8 # O.

IT. Uit «#0 en B0 volgt oB ¢ O
Stelling 18 I. Uit B840 volgt o« # O en B # O.

II, Uit «8#0 volgt &#£0en B#O. |
Om het verschil te doen uitkomen, bewijzen wij stelling 18 I en II« :
Bewijs van II. Stel datx= O, dan is ®@ = O in strijd met het gage=
~ven, dus X% O , Evenzo A#0, | i
B@wimvm 1, Stel cx{a mx Hem kan Mn he;ml;en ﬁadat oY it
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hebben dus hetzelfde teken. In het bijzonder hebben oy en oy,
hetzelfde teken, dus O ligt buiten «n , dus & # O, Evenzo A #O0.

13. Bepaling. « is asanwijsbaar kleirer dan 8 ( & <o ), wanneer
x, buiten en links van g3, ligt voor zekere n.
Stelling 19. Uit o <Rl volgt «x# .8 .
Uit & # 3 volgt, dat hetzij x<epB , hetzl] A<X.
Stelling 20. L.x=R, x<eg8 , MB<ex sluiten elkaar uit.
II. Uit &<epd ,x=y,B8=8volgt ¥<od .
ITI, Uit x<oB , A< ¥ volgt a<o¥ .
IV. Is zowel & <oB als B<ox ongerijmd, dan geldt
o =3,
V. Uit w<em volgt, dat voor ieder reddl getal X het-
z2lj o <e¥ , hetzij ¥ <o .
Bepaling. Een relatie, die aan de 5 voorwaarden uit stelling 20 vol-

doet, ncemen wij een pseudodrdening.

14, Bepaling. « is virtueel kleiner dan 8, ( x <8 ), wanneer
zowel AB<ox als A=« cngerijmd is.

Stelling 21, Uit «<omr volgt «x<xB .

Stelling 22. De uitspraken: "Het is onmogelijk dat a<es " en
"Het is onmogelijk dat x<x g " zijn aequivalent.

Stelling 23. Veor de virtuele ordening gelden de eerste vier eigen-
schappen uit stelling 20 en beverdien:

VI. Wanneer zowel « =4 als A <&xo ongerijmd is, geldt x<x B .
Dit volgt enmiddellijk uit de definitie en stelling 21.

15, Stelling 24. Uit o<oB volgt X+ ¥ <o + ¥ . Uit x<op
en 0 <o ¥ volgt Xx¥<oBxY.
Stelling 25. Uit &X«<x,8 volgt x+ ¥ <x B +J.
Uit x<xp en O <®x¥  volgt oxx¥ <xAxY¥.
Bewijs van het laatste., Stel «¥ = 8¥ , dus («=2)¥ = 0, Daar
X =A% 0, leert stelling 17 II cns, dat ¥ = 0, in strijd met het
gegeven., Dus &¥# BY . Stel ARi<oxy , dus (¢ =p)¥ & 0, Volgens
stelling 18 I is dan X - 8 # 0, dus, daar & & B niet mogelijk is,
X<e B 3 dan is ¥ <o 0 in strijd met het gegevene., Oock Ay<owy
is dus onmogelijk. Dan is ¥ <x AY .,

16. Niet ieder re€dl getal kan in een decimale breuk ontwikkeld worden.
Voorbeeld: a = lima, . a, = 1 +{~2)" , als pnder de eerste n deci=-
malen van ¥ geen 3 opeenvolgende zevens voorkomen., &,= 1+(-2)"* , als

dat wel zo is en k het rangnummer van de laatste zeven uit het eerst-
i drie‘bal is, L
Men kan bewijzen, dat alle algebraische getallen en ook e en 7 in
decimale breuken te entwikkelen zijn, Voor de constante van Euler i:

£ 1 o 3y

o N e




Fems s

NATH LA™ ISCH CENTRUN .

“e lsudq avestrzat 49
Los terdanm,

Sw

Cursus_Intuitionistische Wiskunde
1949/1950

Hooristuk IT, ALGTLIA
" ~ 7 " oy oy S P BN . . - , A
T. Ben sgteleel van n vergelijkingen van de eerste graad met n onbeken
o
- b uwn-:"‘
d “d w - v . — b 3 —
am By XKoo= Uy (1 =1,.0,0
K=

~ i b oy o “ T a .
kan t @wr o opteLrcet worden its det(a., )#0. Voor dc¢
- ! ik
. WY p R . e 4 - - T ey B
ol Il lcﬂ""’?”E uK*utﬂ heelt men w chux*én (l?,..t,
P
AN - 2 v A vy 1 3 : 7 L
Q. cen wvaarde van 1, 4, % oy, dern is voor win-
La whe
sters o CTEBGE Tl .
»(_.;«_.
Y -
A SRS TR I
i 18 K
W=
- Py -
(verscherpteesrdn’ digherd der oplos e1ng).

. D¢ rang ven ecrn notrix ls r, als minstens een onderdeterminant uwet
derd 1s, terwijl alle onderdeterminanten met r+1

vergelijkingen met n onbekenden gegeven zijn.

Y
aik X.k::bi (i:1,o-~t,p),

waarin de matrix (aik) de rang r heeft., Zijn nu de karakiteristieke de-

terminanten d1’~-"dp r alle O, dan heeft het stelsel een oploesing,
waarin n-r onbekendesn willekeurig blijven. Deze oplossing is verscherpt
volledig.

Is een d_ 3 0., dan hoort bi] ieder stel waarden van XypeoosXy minstens
s 4
een index 1 zodsat

n
< THEN
e 8., X, = .L-:
< & .
k=1 lz k -
Is de rang van (a niet bvekend, deon kan men in het elgeneen niete

over de oplossingen ze ggen.

19. Ben stelsel homogene vergelijkingen heeft cen van de nuloplonsing
verwljderderde oplossing, zodra r<n. Weet men alleen, dav ails >nic:i-
determinanten met n rijen O zijn, dan is het onmogelijk, dat cr gecr
van e nuloplossing verwijderde oplossing is.

Over D=7 vermenigvuldigen van v eeltermen.
20, Tiv de betrekking

o] ’ ad n
(b x+...+b )¢ e = 8 X +....+a
p¥ ¥ +Lgkcqx + +co) a, 0!

P+g >n, volgt niet, dat bp=o of cqzﬂ.
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Sxlilaz. Is oap s
RN g s )

= 0 en p+q y n+t, dan is bp =0 of cq = 0.

21. De deling doeor ecu veelterm gaat alleen, ale de begincoefficient

van O verwijderd ic. Om te onderzoeken, of fifanxn

%

dore b x¥+.,.0 sgtellen wii £ = gh of
a o & E
woxiera ) = (b xPr. . b ) (e x%e. L L 4e )
(a, o Vo 0'( g X ety

3 y - . N - .
f f% , ;d¢ vexende termen zijns
P T
: e M

e
= -
e 2 “
, '
’
.
.
<

Yoo f
Leat e segeven niin v 4 03 de determinant 4. met v, in de
» WV r X

e o : i u GE e e ¢
gonrar lode O of cenh_ %0
Y

=]

Do T Y : "y R { [ i a 5 i vy gy “t )
- iiGe Is B ® O enc = 0, dan is een g, & 0 met hyr+

&

.
il

i

o

¢

i

+...+ao deelbaar i

it veert tot e=n stelsel lineaire vergelijkingen in CoyreeC,r WaETVIL

hoofddia.-

net s {r. Wi vinden zo zeker een deter-

mivant A, 4 0. Zijr au alle karaskiteristicke determinanten = O, dan is

£ deelbaar deoor g, Is cen karskteristieke determinant # O,
. . - M-
verwijderd van iedsr veelvoud van g; f30(g).

22. Over Ge discriminant d = ac—b2 van de vierkantsvergelijking

2

f(x) = ax“+2bx+c = O.

Stelling 1. Is & {0, dan neemt f(x) de waerde O en zowel positieve als

negatieve waarden zan.
Bewijs. Uit d {0 volat b+ 0 of ac (0.

oly
O3

Neem eerst aan b %

(1) = a+2b+e f({-1) = a=-cb+c.
Deze uitkomsten hebben tegengestelde tekens, of a+e = 0.
Neem nu san, dat a=+ 0. De bewering volgt nu uit
e 22028y | oaqo 02,
-2

Is ¢ & 0, dan volgt zij uit
p(—=C __cd(1=-29)
be A2 (be ) V/7A)°

is
o - e . 1 7 2. .1
Bevy neew asn, dat a4 0. £(x) = a1 (ax+b) +/.

dan is b+V -4 #0 of b=V -d 2 0; £ (—

den

-
LN

noenan

Stelliing 2. Nsemt f(x) zowel positieve als negatieve warrdz:

.

-d

Do overn tuesen acooladen wordt negatief, dus 4 <0. Neem nu ach, G

c# O, £{x) = 1 i(bx+c)2+ dx23
) = 2 /-

P

¥

ig T

)

¥

e

0
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git wda 0 volgt d<<0 of ac#0.

ifii’ln g, 3. Als d;>0 zijn alle waarden van f(x) verw13derd van Q en heb ~
vern zl] hetzelfde tsken.

Bewijs. Uit 4> 0 volgt as> 0, dus a 3 0. De stelling volgt nu uit de
eerste regel van het vorige bewijs.

Steliling 4. Zijn alie waarden van f£(x) verwijderd van O, en is f(x1)$$
£ (x,), dan is d>o.

Bewijs. Uit £(x,) -~ £{x,) 4 O volgt a4 O of b4 0. Stel bi 0. |
£ -2 = 9%9 dus d = 0.
v b
by
Stel a& C. £(~ =) =%, dus d & 0

Hoofdstuk ITT. ]?JEF‘YJ)‘*JL*’:~

23. Voerbeeld van een 1ecks met positiewes termen, die beperkt blijft,
gonder convergent te zijn.

Vb.1. a, = 277, vehalve als n het rangnummer van de 9 uit de eerste se-
quens uit de decimale ontwikkeling van7 is(verkort: seq (n)); dan is
an=’l. ’ ‘

Uit dit voorbeeld blijkt tevens, dat de stelling van de bovenste grens
niet geldt.

24.Bepaling. Een reeks @h\ heet positief convergent met de som s, als
bij ieder natuurlijk getal p een natuurlijk getal q te vinden is, zodat
voor ieder natuurlijk getal m geldt .

n
fs - Sq+m‘ <: 2P (Sr = 5%; ak) (1)

Stelling. Nodig en voldoende voor de positieve convergentie is, dat bij
ieder natuurlijk getal p een natuurlijk getal q te vinden is, zodat vcox
elk paar natuurlijke getallen m en n (n<m) geldt

q+m ,
kl < 2 | (2)
k-q+n

(Kenmerk van Cauchy).

25. Bepalingen. Een reeks {a } heet negatief convergent me%t Ce =om &, &

het voor ieder natuurlijk geta7 p onmogelijk is, dat er gesn natvurrlijl

geial 4 bestaatl met de elgengchap, dat §24(1) voor leder aatuurlijk gota:
S geldd. ) v “
, De reeks heet non—oscxllerend, als het voor ieder natUlfllJ gatmiw*
genmogellgk 15, dat er geen natuhrllak getal q bestaat met e elgﬁnﬁ,
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Pewijs. dtel, dav p
steeds {s

+m q+n!
s ~ s | + )s— ‘
S ’va. Sq+n |
Dit dg

kevonden was, zodat er geen gq bestaat,
=P

< 27P, dus geen Qs Wwaervoor steeds Is

-8 =

geldt veor ieder paar natuirlijke getallen m en n (n<m).
Iedere negatief convergente rij is non-oscillerend.

waarvoer

. Dan bestaat er ook geen g, waarvoor sieeds

oqutl< 7T

s in strijd met de negatieve convergentie. Daarentegen behoeft eec:

non-oscillerende reeks niet negatief convergent te zijn (Vb.1).

Vb.2. a

o

~Ii

2 7, behs

—

lve als seq(n) of seq(n-1).

Als seqln) is a, =n+ 2™h
Lls seq(n-1), ig 2, = -n427 8
Deze rseke iz negsiie? convergent, niet zeker positief convergent.
26, Stelling. 2iip ao n {a % en {bn} negatief convergent met
Som g, ¥Tesp,. L. dan i {9n+bn negatief convergent met som s+t.
Bewijs. ULt het gegaven volgt, dat het voor ieder natuurlijk getal p
onmogelijk is, dat ev een natuurlijk getal q bestaat, zodat steeds
i = - e -p=-1 .
¥ qen sl o+ Vogern T tl{ a ¢
dus is het eveneens onmogelijk, dat er geen q bestaat, zodat steeds
s+t s + l ~p-1,
1( ) ( g+ q+n) <2

27. Stelling. Is de reeks {ank negatief convergent met de som s en te-
gelijk negatief convergent met de som t, dan is s=t.
Bewijs. {-an} is neg.con. met som ~%, dus {aﬂ - an} is neg.comergernt
gom s~t, ‘

. Maar {O} convergeert positief tot O, dus s-t
Bepaling. De reeks {ah%
tallen s

19

—

0.

vergeert tot één der getallen Sy

De reeks uit vb.1 is meervoudig neg.conv. tot de getallen 1,2-2

(k=1’00tl)1
Stelling. Tedere meervoudig negatief convergente reeks is non-oscille-

rend.

"

heet meervoudig negatief convergent tot de ge-
CPY 33,..., als het onmogelijk is dat 2zi] niet negatief con-

-k

Bewijs. Bestond er geen g, waarvoor §24(2) steeds zou gelden, dan kon
de reeks tot geen enkele som negatief convergeren,

29. §telling.
vergent,
Stelliag.
positi2¥® nasr

Een ebsoluut comvergente reeks is onvoorwaardali]

is de reekm fa } positief convergent terwijl de reeks
dlvergpe“t, dan kan men de termen van de eerste n¢

Clg,
‘,t
13

20 veroohlkken, dat de som een Wlllekeurlg gegeven getal wordt..
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cvalingen. De reeks {a'} heet convergent (A +), als de reeks
vositief convergeert.

513 heet convergent (A -), als zowel {a % als {}anﬁ negatief con-
vergeert. ,

7ii heet convergent (B +), resp. (B -} s als {agk positief, resp. nega-
tief, convergeert en f{a Q beperkte deelsommen heeft.

Opmerkingen. Uit de positieve convergentie van {]a @ Volgt die V&ﬁ{éﬁ%
Dit geldt niet voor negatieve coanvergentie.

Voor de onvoorwaardelijke convergentie is convergentie (B +) niet vol-
doende.
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